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BASIC EDUCATION AND FUNDAMENTAL IDEAS — CLEAR COMBINATION OF MATHEMATICAL STRUCTURES

ABSTRACT

Formulation of the problem. At present, the focus on competence is an important part of discussions about mathematics lessons. In such
discussions, particular attention is given to basic mathematical education. In this article, we substantiate the importance of
mathematical competence in mathematical work and introduce mathematical work as a modeling cycle. The focus is on the
processes of transforming reality into mathematics. In particular, transformational processes contribute to a better mathematical
understanding of students and thus contribute to improving the quality of teaching of mathematics.

Materials and methods. In order to achieve our goals, we use in this article an empirical methods and general methods of scientific cognition:
benchmarking to clarify different views on a problem and determining the direction of research, systematization and
generalization to formulate conclusions and recommendations, summarize the author's pedagogical experience and
observations.

Results. In Chapter 1.2, we describe the process of mathematical work at different stages, using the example of a typical problem. The above
example is intended to clearly disclose the processes of thinking and work according to the theoretical model proposed in Chapter
1.1. It should also not be assumed that in a general situation, mathematical work can be comprehensively described by the
example that we are studying. However, a competency-oriented teaching methodology is used to help students develop new
strategies and heuristics to work with mathematics as a science. In order for students to develop their mathematical competence,
mental models are called, which we call fundamental ideas. The construction of such cognitive structures is called the formation
of fundamental ideas. This process is characterized by fixing the meaning of the new terms in terms of known factual connections,
constructing mental objects that describe the term, and applying this objects to new contexts. Training involves both extending
and changing existing foundational ideas as well as building new ideas. Accordingly, in Chapter 2.1 we use an example of
probability to illustrate how various aspects of probability can be understood in terms of such a fundamental concept and how
the development of fundamental ideas can occur. Significant in this article is a new approach that focuses on competence with a
modeling cycle and a basic conception of foundational ideas.

Conclusions. The approach developed emphasizes the importance of considering mathematical work as a process and linking the individual
levels of foundational ideas to a basic concept. The use of the proposed structure enables teachers to more effectively identify,
interpret, and appropriately remove misunderstood students' basic mathematical ideas.

KEY WORDS: basic mathematical ideas, mathematical competence, modeling cycle, transformation of reality, mental objects, probability.

EINFUHRUNG

Die Kompetenzorientierung ist derzeit ein wesentlicher Bestandteil der Diskussionen um den Mathematikunterricht. Ein
besonders wichtiger Fokus wird bei solcher Diskussionen auf das mathematische Grundbildung gelegt. In diesem Artikel
konkretisieren wir die Bedeutung der mathematischer Kompetenz im Hinblick auf das mathematische Arbeiten und stellen das
mathematische Arbeiten als Modellierungskreislauf vor. Dabei stehen die Ubersetzungsprozesse zwischen der Realitit und
Mathematik im Mittelpunkt. Damit die Schiler und Schilerinnen ihre mathematische Kompetenz aufbauen kénnen, sind die
mentale Modelle erforderlich, welche von uns als Grundvorstellungen bezeichnet werden. Dementsprechend wird im zweiten
Teil der Arbeit an dem Beispiel einer Wahrscheinlichkeit illustriert, wie verschiedene Aspekte einer Wahrscheinlichkeit mit einem
solchen Grundvorstellungsbegriff zu verstehen sind und wie die Aufbau der Grundvorstellungen funktionieren kann. Dies
geschieht mit der ausfihrlicher Auseinandersetzung mit dem Modellierungskreislauf nach Blum und Leiss (2005) und auch mit
dem tieferen Einblick in den Grundvorstellungskonzept von Hofe (1995). Ein ausfihrlicher Beitrag zu diesem Thema findet sich
auch bei Kleine (2012).
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1. Mathematische Grundbildung.

1.1. Begriffsfindung. Der Anspruch Schilerinnen und Schiilern so in einem schulischen System zu unterrichten, dass sie
in die Lage versetzt werden im taglichen Leben und in der Berufswelt ein mathematisches Fundament zu haben, auf das sie ihr
Handeln und ihre Entscheidungen beziehen, ist vermutlich schon so alt, wie Mathematik als ein allgemeinbildendes
Unterrichtsfach selbst. Die gegenwartige Diskussion eines Konzepts «mathematischer Grundbildung» lenkt den Blickwinkel auf
einen spezifischen Teil innerhalb dieses Konzepts, der als Kompetenzorientierung bezeichnet wird. Das hier zugrunde gelegte
Kompetenzverstandnis wurde dabei von Weinert gepragt.

«Dabei versteht man unter Kompetenz die bei Individuen verfiigbaren oder durch sie erlernbaren kognitiven Féhigkeiten
und Fertigkeiten, um bestimmte Probleme zu lésen, sowie die damit verbundenen motivationalen, volitionalen und sozialen
Bereitschaften und Fdhigkeiten um die Problemldsungen in variablen Situationen erfolgreich und verantwortungsvoll nutzen zu
kénnen.» (Weinert, 2001, S. 27-28)

Dieses Verstandnis bedarf einer genaueren Klarung, wie es insbesondere fiir den Mathematikunterricht zugeschnitten
werden kann. Grundsatzlich kann man aus der Definition von Weinert ein funktionales Verstdndnis des Kompetenzbegriffs
herauslesen: die Bewadltigung bestimmter Anforderungen wird als ein Indikator von Kompetenz betrachtet. Aufgrund von
beobachtbaren Ergebnissen und AuBerungen in mathematischen Anforderungssituationen kénnen wir demzufolge auf das
Vorhandensein entsprechender mathematischer Kompetenzen schliefRen. Es reicht also nach diesem Verstandnis nicht mehr aus
bei Schiilerinnen und Schiilern ein nebuldses Begabungskonzept zu vermuten, dass im Moment nur nicht von dem Lernenden
gezeigt wird. Nein, vielmehr wird nur dann von Kompetenz gesprochen, wenn die jeweilige Schiilerin oder der jeweilige Schiiler
auch gewillt ist, sein Wissen in verschiedenen Situationen einzubringen und aktiv zu gebrauchen.

Der Definition wohnt auch ein bereichsspezifisches Verstdndnis inne: Kompetenzen werden dabei auf einen begrenzten
Bereich von Kontexten und Situationen bezogen. Somit kann aufgrund der erfolgreichen Bewailtigung entsprechender
Sachzusammenhdnge auf die Kompetenz geschlossen werden, die fiir die Bearbeitung dieser Inhalte notwendig ist. In der
Mathematik lassen sich somit auch inhaltsbezogene Aussagen in verschiedenen Teilgebieten oder Teilaspekten unterscheiden.
Wiederum sind die Kompetenzen natirlich auch nicht losgelést voneinander, sondern Ausdruck eines allgemeinen
Versténdnisses. Demnach lassen sich Kompetenzen als Dispositionen auffassen, also etwas was tief in unseren kognitiven
Strukturen verankert ist und somit iber die Beschreibung einer einzelnen Leistung beispielsweise bei einer spezifischen Aufgabe
allein hinausgeht.

Kompetenzen werden als prinzipiell erlernbar angesehen, worin sich eine Auffassung der Expertise-Forschung
widerspiegelt, dass grundsatzlich jede Person Experte auf jedem Gebiet werden kann, wenn sie sich nur ausreichend mit einem
Gegenstandsbereich beschéftigt. Vor der weiteren fachspezifischen Prazisierung steht im Folgenden zunachst einmal die Frage
nach dem Verstandnis schulischer Bildung, da gerade ja der Mathematik auch ein allgemeinbildender Status zuerkannt wird. Aus
erziehungswissenschaftlicher Sicht ist eine allgemeine Bildung eine Voraussetzung des Individuums fiir die Teilnahme am
gesellschaftlichen Leben. Diese Richtung findet sich in der Mathematikdidaktik auch bei Winter (1976, 1996) wieder, wenn er zur
Allgemeinbildung all des Wissen, die Fertigkeiten, Fahigkeiten und Einstellungen zahlt, die fiir einen Menschen in seinem
gesellschaftlichen Umfeld notwendig erscheinen, unabhangig von seinem Geschlecht, Beruf, seiner Religionszugehorigkeit usw.
Die standigen Wandlungsprozesse und die immer schnelleren Umwalzungen in unserer Umwelt, seien sie von politischer,
okonomischer oder sozio-kultureller Art, machen es zwar auf der einen Seite im schwieriger einzugrenzen, was den
Allgemeinbildung ist bzw. was Allgemeinbildung umfassen sollte. Auf der anderen Seite wird es aber immer wichtiger, dass
moglichst viele Menschen eine moglichst fundierte und breite Bildung erwerben eben genau aufgrund dieser tiefgreifenden
Wandlungsprozesse. Eine derartig verstandene Allgemeinbildung wird nach Winter im Mathematikunterricht dadurch vermittelt,
dass den Schiilerinnen und Schilern drei «Grunderfahrungen» ermdglicht werden, die sich als

(G1) Anwendungsorientierung,

(G2) Strukturorientierung und

(G3) Problemorientierung

charakterisieren lassen.

Die Anwendungsorientierung (G1) bedeutet in diesem Zusammenhang die Vermittlung grundlegender Einsichten in
Natur, Gesellschaft und Kultur aus mathematischer Sicht. Die Strukturorientierung (G2) bezeichnet die Auseinandersetzung mit
mathematischen Gegenstanden und Sachverhalten in der Auffassung einer deduktiv geordneten Welt. Dahinter steckt ein
strukturelles Wesen der Mathematik, die ausgehend von theoretischen Auffassungen und Grundsatzen eine Mathematik
entstehen lasst, innerhalb derer sich mathematische Erkenntnisse sachlogisch ableiten lassen. Die Anwendung auf eine dufere
Welt auBerhalb der Mathematik ist hierbei dann zweitrangig. Demgegeniiber betont die Problemorientierung (G3) genau den
umgekehrten Fall, ndmlich dass es auch zu einem Wesen der Mathematik gehort heuristische Fahigkeiten zu erwerben, um in
Problemldseprozessen Muster zu erkennen, diese zu beschreiben und zu nutzen. Alle drei Grunderfahrungen sollen eng
miteinander verbunden sein. Eine einseitige Betonung — egal in welche Richtung — ist fiir ein Verstandnis allgemeiner
mathematischer Bildung somit kontraproduktiv.

Mathematischer Schulunterricht soll die Voraussetzungen schaffen, diese grundlegenden mathematischen Kenntnisse zu
vermitteln, um in unterschiedlichen Kontexten Einsichten auf reflektierende und einsichtige Weise zu gewinnen. Diese Sichtweise
setzt die Ideen des Mathematikers und Fachdidaktikers Freudenthal fort, wonach die Vermittlung von Zusammenhangen ein
wesentliches Ziel mathematischer Unterweisung ist. Aus den bisherigen Uberlegungen l4sst sich nun ein Verstindnis fiir
mathematische Kompetenz als ein individuelles Merkmal entwickeln, das im Weiteren den Ausfiihrungen zugrunde gelegt wird.
Demnach umfasst mathematische Kompetenz nicht nur die Beherrschung mathematischer Satze, Regeln und Verfahren (aber
auch!), sondern sie zeigt vor allem sich in einem verstandnisvollem Umgang der Mathematik indem mathematische Kenntnisse
in einer Vielzahl von Kontexten bewusst und reflektiert eingesetzt werden kénnen.

Diese weitreichende Bedeutung mathematischer Kompetenz ist sicherlich schwer in einem Unterricht umzusetzen und
zu Uberpriifen. Es besteht also nun die Aufgabe in der Konkretisierung einer solchen Sichtweise im Hinblick auf mathematisches
Arbeiten, wie es in der Schule umgesetzt werden kann.
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1.2. Mathematisches Arbeiten als Prozess. In der zuvor beschriebenen Auffassung zeichnet sich mathematische
Grundbildung unter anderem durch eine Anwendungsorientierung aus. Dieses Verstandnis soll als Ausgangspunkt der folgenden
Ausfiihrungen dienen, um daran die anderen Aspekte sukzessive zu erganzen. Im folgenden Verstandnis wird mathematisches
Arbeiten Uber die Auseinandersetzung mit realen Problemen gelehrt, um erworbene Kenntnisse spater in realen Kontexten
anwenden zu kdnnen. Im Sinne eines induktiven Vorgehens ist es dabei glinstig, wenn die zu bildenden mathematischen Begriffe
von Schiilerinnen und Schiilern moglichst selbst aus Umweltbezligen herausgelost werden, damit sie diese auch spater wieder
auf solche Bezlige anwenden kdnnen. Mathematisches Arbeiten durch die Herauslosung von Umweltbeziigen wird in der
fachdidaktischen Literatur oftmals als Prozess des Modellierens bezeichnet, wie er im Folgenden in einer Auffassung von Blum
und Leiss (2006) dargestellt wird.

Mathematisches
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Abbildung 1. Mathematisches Arbeiten als Prozess nach Blum und Leiss (2005)

In Abbildung 1 sind kognitive bzw. reale Phasen eines Modellierungsprozesses als Ellipsen dargestellt. Ein solcher Prozess
hat theoretisch den folgenden prototypischen Ablauf: Ausgangspunkt (Phase 1) ist eine reale Situation (RS) mit einer
Fragestellung, die entweder selbst gestellt oder vorgegeben wird. Dabei ist die reale Situation durch ihren Kontext
gekennzeichnet, die Art der Prasentation, Aspekte wie Diagramme, Bilder oder dhnliches, durch das die Situation dargeboten
wird. Im Kopf einer jeden Person setzen nun Denkprozesse ein um diese Situation zu verstehen und einzuordnen. Dabei spielen
Erfahrungen innerhalb des Kontextes ebenso eine Rolle wie die Tatsache, auf welche Weise Begrifflichkeiten semantisch erfasst,
Schaubilder eingeordnet und verstanden werden. Der Prozess wird als «verstehen» bezeichnet und es bildet sich ein individuelles
Situationsmodell (SM), das fir jede Person anders aussehen kann. Im Hinblick auf eine Aufgabe oder Fragestellung werden nun
— abhdngig von der Komplexitdt einer Situation Vereinfachungen vorgenommen (Phase 2), also im Grunde die Art von
Idealisierungen, die zu mathematischen Begriffen fiihren. Dazu zahlen auch alle Arten von Annahmen, die getroffen werden und
die dem weiteren mathematischen Prozess zugrunde gelegt werden. Aus den Vereinfachungen entsteht ein Realmodell (RM),
das im Gegensatz zur realen Situation schon «mathematisch zugeschnitten» wurde. Dieses Realmodell muss nun (Phase 3) weiter
strukturiert werden, indem den mathematischen Begriffen und Annahmen jetzt mathematische Inhalte zugeordnet werden, also
das Modell mathematisiert wird.

Die Mathematisierung kann sowohl in der konkreten Auswahl mathematischer Formeln bestehen, die
Berechnungszusammenhadnge zwischen beteiligten GroRen herstellen, als auch in der grundsatzlichen Entscheidung fiir einen
mathematischen Zusammenhang, etwa wenn man der Einfachheit halber einen linearen und keinen exponentiellen
Zusammenhang zwischen GroBen zugrunde legt. Man erhdlt am Ende des Mathematisierungsvorgangs ein mathematisches
Modell (MM), in dem samtliche Zusammenhange vorliegen, mit denen im Weiteren gearbeitet wird. Auf der Grundlage dieses
mathematischen Modells beginnt nun (Phase 4) das mathematische Verarbeiten. Hierbei kann es sich sowohl um einen
rechnerischen Vorgang, aber auch um ein argumentatives oder zeichnerisches Vorgehen handeln. Ziel dieser Phase ist es ein
mathematisches Resultat (MR) zu erhalten.

Im weiteren Schritt (Phase 5) muss das mathematische Resultat interpretiert werden. Typischerweise fragt man sich hier
nach der Existenz mathematischer Losungen in der Realitdt. Die Interpretation mindet in einem realen Resultat (RR), das in
einem unmittelbaren Bedeutungszusammenhang in der Umwelt steht. Ob dieser Bedeutungszusammenhang jedoch auch einen
Bezug zur Ausgangssituation hat, muss im Weiteren (Phase 6) geklart werden. Dazu wird das reale Resultat validiert. Hierzu
koénnen Indikatoren herangezogen werden, die sich aus Vermessungen, Datenbestdnden oder Recherche in weiteren Kontexten
ergeben. Aber auch die Priifung der Annahmen gehort dazu. War die Vereinfachung moglicherweise in einigen Bereichen zu stark
verzerrend? War der mathematische Ansatz angemessen? Die Validierung erfolgt dabei am Situationsmodell (SM), denn das war
ja der Ansatz, der das Verstandnis des Individuums von der Ausgangssituation beschreibt. Im Zweifelsfall fihrt der Prozess wieder
zu einem neuen Realmodell (Phase 7), indem die Vereinfachungen neu gestaltet und vorgenommen werden in der Hoffnung ein
neues Resultat zu erhalten, das der Validierung besser stand halt. Im Falle einer vorlaufigen Zufriedenheit mit dem realen
Resultat wird das Ergebnis ausgehend vom Verstandnis aus dem Situationsmodell nun dargelegt und wieder auf die reale
Situation (RS) bezogen. Der Prozess wird somit durch ein kommunizierbares Ergebnis abgeschlossen.

Innerhalb des Prozesses wird deutlich zwischen zwei Ebenen unterschieden, in denen man sich in dem Arbeitsablauf
bewegt: der mathematischen Ebene auf der einen Seite, die sich an der mathematischen Struktur orientiert und hinter dem sich
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insbesondere das deduktive Verstdandnis einer mathematischen Grundbildung im zuvor dargelegten Sinne zeigen kann. Auf der
anderen Seite steht der ,Rest der Welt”, der in seinen Wesensziigen einen induktiven Zugang zur Mathematik nahelegt. Beide
sind miteinander verbunden. Bevor wir im folgenden Abschnitt jedoch diese Nahtstelle genauer ins Auge fassen wollen, sollen
die theoretischen Ausfiihrungen zundchst einmal an einem Beispiel ausfuhrlich illustriert werden.
Aufgabe 1.1. Zeitungsartikel.

Bombenfund: Evakuierung in Vechta Oftmals werden auch Turnhallen als
Notunterkiinfte vorgesehen, in denen Menschen auch
mehrere Tage zubringen miissen. Wie viele Menschen
kénnen in der Turnhalle deiner Schule zum
Ubernachten als Notunterkunft untergebracht
werden? Stelle deine Uberlequngen iibersichtlich dar.

Vechta. Eine Bombe aus dem Zweiten Weltkrieg ist am Mittwoch in
der Stadt Vechta gefunden worden. Der Blindganger sollte noch
am Nachmittag entscharft werden, teilte die Stadtverwaltung mit.
Alle Anwohner in einem Radius von 1.000 Metern rund um den
Fundort wurden aufgefordert, das Gebiet zu verlassen. Von der

Evakuierung waren auch eine Schule und zwei Kindergarten Fir diese Aufgabe kann man den Prozess des
betroffen. In einem nahe gelegenen Schulzentrum wurde fiir die mathematischen Arbeitens wie folgt beschreiben:
Anwohner ein Evakuierungszentrum eingerichtet. (Phase 1) Ausgehend von der gegebenen

realen Situation aus dem Zeitungsausschnitt geht es
darum zu verstehen, was das inhaltliche Anliegen
aus: Hamburger Abendblatt vom 31.08.2011 dieser Aufgabe ist. Die Verstehensprozesse finden

nun auf unterschiedlicher Ebene statt: sprachliche
Hirden konnen je nach Altersstufe in der semantischen Bedeutung von Begriffen wie «Blindgdnger» oder «Evakuierung» stecken.
Diese sprachlichen Barrieren werden jedoch durch die Vorsatze deutlich reduziert. Ebenso gehoren Assoziationen zu diesem
Schritt, die davon abhangen, ob Schiilerinnen und Schiiler schon einmal ein Bild von einem Bombenfund im Fernsehen oder
Zeitungen gesehen habe. Beispielsweise kann man eine verschlammte und verrostete Rohrbombe vor Augen haben, die man
manchmal in Zeitungen sieht. Solche Assoziationen kénnen natirlich durch ein Bild gelenkt werden. Zum Verstehensprozess
kommt die Intention der Aufgabe hinzu: Es soll um eine Notunterkunft in einer Turnhalle gehen, die auch zum Schlafen genutzt
werden kann. Der Fokus wird dabei auf die eigene Schulturnhalle gehangt, so dass ein Bild vom Zustand und dem Aussehen der
eigenen Schulturnhalle vor dem Auge vorhanden sein wird. Und es scheint bei dieser Aufgabe um eine Kapazitatsgrenze zu gehen,
also einer Obergrenze, wie viele Personen maximal in einer Turnhalle untergebracht werden kénnen. Am Ende dieses Schrittes
hat sich dann beispielsweise das dargelegte Verstandnis als Situationsmodell ausgebildet, das individuell gepragt ist.

(Phase 2) Von diesem Situationsmodell aus werden nun Vereinfachungen getroffen in Form von Annahmen und
Idealisierungen. Eine Idealisierung besteht nun darin die Turnhalle fiir die weiteren Betrachtungen als Quader anzusehen bzw.
flr Schlafplatze nur noch den Boden zu betrachten und dabei von einem Rechteck auszugehen. Befestige Geratschaften an den
Wanden, Ausbuchtungen, Verkleidungen usw. werden aufer acht gelassen. Man kann dann annehmen, dass jeder Person,
unabhéangig von GréBe und Alter, als Schlafplatz eine Matratze zur Verfligung gestellt wird, die der Einfachheit halber 2m lang
und 1m breit ist und somit eine Flache auf dem Boden von 2m? einnimmt. Ebenso werden keine Einschrankungen hinsichtlich
von Schlafbereichen bezlglich des Geschlechts gemacht. Die Matratzen diirfen in einer Reihe liegen, zwischen den Reihen muss
jedoch ein Gang von 1m Breite bleiben. Die Mape des Turnhalleninnenraums werden abgemessen, beispielsweise 24mx33m.
Somit stellt dieses reale Modell eine Verengung der Ausgangssituation dar.

(Phase 3) Das reale Modell muss nun mathematisiert werden (die Mathematisierung der Matratzenflache kann natdrlich
auch hier erfolgen, da sollte man aber auch keine zu puristische Auffassung vertreten). Es gibt jetzt verschiedene Moglichkeiten,
wie in der Abbildung 2 zu sehen ist.

(Phase 4) Entsprechend des gewahlten Vorgehens koénnen, wie in der Abbildung 3 dargestellte unterschiedliche
mathematische Verarbeitungen sich ergeben.

(Phase 5) Die Bedeutung des mathematischen Ergebnisses ist in der Realitat jeweils die Anzahl an Matratzen, die maximal
bei den gegebenen Bedingungen in eine Turnhalle passen und damit dann auch die Anzahl an Personen. Folglich passen maximal
264 Personen zum Ubernachten in die Unterkunft.

(Phase 6) Eine Validierung des Ergebnisses ergibt insbesondere bei der graphischen Lésung augenscheinlich ein Problem:
Die Matratzen liegen zu eng, das es keinen freien Zugang zu den einzelnen Reihen gibt etwa von einer Turnhallentir aus.
Sicherlich wird neben dem reinen Schlafplatz auch etwas Platz fiir personliche Gegenstande bendtigt. Bei der Validierung kann
man auch Vorschriften erkunden lassen etwa die Brandschutzverordnung, nach der Rettungswege mit einer Breite von
mindestens 1,20m freigehalten werden missen. Ebenso hangt die Anzahl der Personen von den hygienischen Bedingungen ab,
die unter anderem durch die Anzahl von Toiletten und Waschgelegenheiten gegeben ist. Solche Uberarbeitungen der Annahmen
kdnnen dann zu einem neuen Realmodell fiihren.

rechnerisch: graphisch: argumentativ:
Idee: Wie oft passt die Idee: Parkettierung der Idee: Flachenauslegung bei
Matratzenflache mit Gang Hallenflache mit Matratzen und Rechtecken auf die Situation
in die Hallenflache? Gang. Ubertragen.
AHale=a*b

Aschiaffiiache = 2mM? + 1 m?

I Y

Abbildung 2: Verschiedene Moglichkeiten, Phase 3
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rechnerisch: graphisch: argumentativ:

i In eine Reihe passen 24
A=24m>*33m=792 m? Matratzen. Untereinander lassen
792 m?:3 m? = 264 sich 11 Reihen legen, also

insgesamt

264
24 * 11 = 264

Parkettierung l&ngs:

192

Abbildung 3. Unterschiedliche mathematische Verarbeitungen, Phase 4

(Phase 7) Man kann sich natirlich auch bei Kenntnis der Unzuldnglichkeiten einer Obergrenze eigenen Rechenweges, mit
der Bestimmung zufrieden geben. Das Ergebnis misste dann dargelegt werden, sowohl hinsichtlich der Annahmen, des
gewahlten Bearbeitungsweges, als auch der Verbesserungsmoglichkeiten des Modells. Dieses wiirde dann fir diese reale
Situation die Aufgabe abschlieBen.

Betrachtet man die Anforderungen in dieser Aufgabe vom mathematischen Gehalt her, dann werden dort typische
geometrische Inhalte zu Beginn der Sekundarstufe | angesprochen.

Das vorgestellte Beispiel soll explizit die Denk- und Arbeitsprozesse entsprechend des theoretischen Modells offen legen.
Es soll auch nicht der Eindruck entstehen, dass mathematisches Arbeiten nur in diesem Umfang, mit dieser Offenheit und in
dieser Strukturierung als kompetenzorientierter Mathematikunterricht zu verstehen ist. Es stellt jedoch eine Zielmarke des
Mathematikunterrichts dar, dass Schiilerinnen und Schiiler Mathematik auch von dieser Seite kennen lernen und Strategien und
Heuristiken entwickeln, um mit ihnen umzugehen.

Im folgenden Abschnitt soll der Ubergangsprozess zwischen der mathematischen und der realitdtsbezogenen Ebene in
den Blick genommen werden, weil diese Nahtstelle eine wesentliche Rolle fir die Beschreibung mathematischer Grundbildung
spielt.

2. Grundvorstellungen als Vermittler zwischen Realitdt und Mathematik.

Im dargelegten Verstindnis mathematischen Arbeitens stellen die Ubersetzungen zwischen Realitdt und Mathematik
zentrale Tatigkeiten dar; hierbei wird einerseits ein reales Modell mathematisiert und andererseits das mathematische Ergebnis
in Bezug auf die realen Konsequenzen interpretiert. Fiir diese Ubersetzungsprozesse sind nach Freudenthal (1983) tragfihige
mentale Objekte mathematischer Begriffe flir das Verstandnis erforderlich, die der Begriffsbildung vorausgehen. In der deutschen
Mathematikdidaktik bezeichnet man solche kognitiven Objekte traditionell als Grundvorstellungen (vgl. vom Hofe, 1995). Als
Kernpunkte dieses Konzepts stellt vom Hofe (2003) drei wesentliche Merkmale heraus:

1) Es gibt keine eindeutige Zuordnung zwischen mathematischen Objekten und spezifischen Grundvorstellungen, weil
in der Regel mathematische Inhalte durch mehrere Grundvorstellungen erfasst werden kénnen, die in Beziehung zueinander
stehen.

2) Man kann zwischen zwei Arten von Grundvorstellungen unterscheiden: Auf der einen Seite existieren primare
Grundvorstellungen, deren Wurzeln auch in der Zeit vor einen Mathematikunterricht liegen kdnnen und die sich durch
gegenstandliche Handlungen und konkrete Operationen auszeichnen. Auf der anderen Seite werden wahrend einer
fortlaufenden Mathematikunterricht sekunddre Grundvorstellungen aufgebaut, die vor allem durch mathematische
Darstellungsbeziige gekennzeichnet sind.

3) Grundvorstellungen sind nicht statisch und universell valide, sondern dynamisch und entwickeln sich innerhalb eines
vernetzten Systems weiter. Die Notwendigkeit flr Entwicklungen resultiert aus ihrem weitgehend bereichsspezifischen
Geltungsbereich: Erweisen sich Grundvorstellungen innerhalb eines mathematischen Inhaltsbereichs als tragfahig, so missen
diese moglicherweise in anderen Bereichen erweitert werden.

Der Aufbau solcher kognitiven Strukturen wird als Ausbilden von Grundvorstellungen bezeichnet. Dieser Prozess ist
gekennzeichnet durch die Erfassung der inhaltlichen Bedeutung neuer Begriffe Gber bekannte Sachzusammenhange, durch den
Aufbau mentaler Objekte, die den Begriff reprasentieren sowie durch die Anwendung auf neue Kontexte. Die Ausbildung umfasst
dabei sowohl die Erweiterung und Veranderung vorhandener Grundvorstellungen als auch den Aufbau neuer Vorstellungen.
Grundvorstellungen lassen sich vor diesem Hintergrund kennzeichnen als spezifische (a) mentale Objekte, die insbesondere
strukturelle und funktionale Aspekte eines mathematischen Gegenstandes abbilden; als (b) dynamische Objekte, die sich im Laufe
der Zeit durch neue Erfahrungen verdandern und entwickeln kdnnen und als (c) Elemente eines kognitiven Netzes, in dem einzelne
Vorstellungen nicht isoliert sind, sondern in Wechselbeziehungen zu anderen Vorstellungen stehen. Diese Charakterisierungen
weisen bereits darauf hin, dass sich Grundvorstellungen der unmittelbaren Observation entziehen und der Validierung durch
beobachtbares Verhalten bedirfen. Diese didaktische Sichtweise stellt den deskriptiven Aspekt des Konstrukts heraus: Durch
eine Analyse des individuellen Verhaltens (etwa in Unterrichtssituationen, Interviews, Tests) wird versucht die jeweiligen
Vorstellungen von mathematischen Begriffen zu rekonstruieren. Dieser Betrachtung steht der normative Aspekt gegeniiber,
wonach Grundvorstellungen als Leitlinien fir den Aufbau mentaler Reprdsentationen mathematischer Inhalte verwendet
werden. Wahrend also beim ersten Aspekt das handlungsleitende Interesse in der Frage steckt, welche Vorstellungen
Schilerinnen und Schiler tatsachlich aktiviert haben, liegt es im zweiten Aspekt in der Frage, welche Vorstellungen Schiilerinnen
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und Schiiler ausbilden sollen. Vergleicht man die vorhandenen mit den erwiinschten Vorstellungen, so kommt es im Idealfall zu
einer Ubereinstimmung. Oftmals werden jedoch Defizite sichtbar, deren Feststellung und Analyse ein zentrales Thema der
Fachdidaktik in der Auseinandersetzung mit Grundvorstellungen ist.

Also teilt man die Grundvorstellungen in drei Dimensionen mit deren verschiedene didaktischen Sichtweisen aus der
Lehrerperspektive, Schilerperspektive und Fachanforderungen auf. In der Abbildung 4 sind die Grundvorstellungsdimensionen
mit den charakteristischen Leitfragen zu jeweiliger Dimension dargestellt.

Theorie Realitdt

Konstruktive
Dimension

Normative

Welche Grundvorstellungen S

sind zur Losung des Problems
aus der Sicht des Lehrenden
adaquat?

Worauf sind etwaige
Divergenzen
zurlickzufihren, und wie
lassen sich diese
beheben?

Deskriptive
Dimension

Welche Vorstellungen
lassen sich im
Losungsversuch des
Schulers erkennen?

Individuum

Abbildung 4. Grundvorstellungsdimensionen mit Leitfragen

Fiir die Anwendung dieses theoretischen Arbeitsmodells ist es empfehlenswert mit der normativer Dimension
anzufangen, hier werden die geforderte mathematische Inhalte aus der Sicht des Experten analysiert und die tragfihige
Grundvorstellungen ausgearbeitet. Danach werden unterschiedliche Methoden zur Forderung der Aufbau der
Grundvorstellungen ausgearbeitet und in das Unterricht implementiert. In der nachsten Phase werden die Schiler und
Schiilerinnen beobachtet und deren Losungsansadtze samt deren Vorstellungen zu den mathematischen Inhalten analysiert und
interpretiert. Letztendlich stellt man fest, dass die Lernenden geeignete Vorstellungen auch teilweise richtige Vorstellungen oder
sogar Fehlvorstellungen entwickeln. In den Fallen, wo Aufbau der Grundvorstellungen nicht oder nur teilweise funktioniert hat,
muss die Lehrkraft in der ersten Linie herausfinden, warum es nicht funktioniert hat und danach Handelsalternativen suchen.

So ein Modell zu betrachten erweist sich als sinnvoll, da es einerseits dem Prinzip kumulativen Lernens entgegen kommt,
andererseits auch fir die Gestaltung von Lern- und Diagnoseaufgaben eine sinnvolle Orientierungshilfe bietet. Im Folgenden
werden exemplarisch die Grundvorstellungen zum Wahrscheinlichkeitsbegriff aus der Perspektiven der drei
Grundvorstellungsdimensionen dargestellt und analysiert.

2.1. Grundvorstellungen zum  Wahrscheinlichkeitsbegriff. =~ Um  Uber die  Grundvorstellungen des
Wabhrscheinlichkeitsbegriff sprechen zu kénnen, werden im Folgenden als erstes die theoretischen Grundlagen zum
Wahrscheinlichkeitsbegriff geschaffen.

Wir definieren eine Wahrscheinlichkeit als ein MaR firr das Eintreten eines Ereignisses in einem Zufallsexperiment. Bei
einem Zufallsexperiment wissen wir, welche moglichen Ereignisse eintreten kdnnen, aber wir wissen noch nicht, welches Ereignis
im konkreten Fall tatsachlich auftritt. Mit Wahrscheinlichkeit wird jedem Ereignis eine Art Gewicht gegeben um die Zuversicht
Uber dieses Ereignis zu quantifizieren. Damit stellt sich die Frage, wie man zu Quantifizierung der Wahrscheinlichkeit gelangt.

Gegenwartig findet man in der Literatur zum Wahrscheinlichkeitsbegriff zwei unterschiedliche Sichtweisen fir eine
Wabhrscheinlichkeit. Die subjektivistische Wahrscheinlichkeit bezieht sich auf die Information, die ein Subjekt oder eine
Gemeinschaft von dem betreffenden stochastischen System hat, also basiert sich auf Vermutungen und innere Uberzeugung. Der
subjektivistische Aspekt wird mit dem prognostischen Wahrscheinlichkeitsbegriff definiert.

Objektivistische Sichtweisen sind dagegen eher unabhdngig von menschlichen Kenntnis und haben einen
innermathematischen Charakter, man kann sie auch als intersubjektiv bezeichnen. Der objektivistischen Sichtweise werden
unterschiedliche Definitionen des Wahrscheinlichkeitsbegriff zugeordnet: axiomatische (formale), klassische und
frequentistische.

Die formale inhaltliche Deutung eines Wahrscheinlichkeitsbegriff basiert auf dem Axiomensystem von Kolmogorov,
welches mathematische Eigenschaften von Wahrscheinlichkeiten festlegt. Diese Definition ist fir den schulischen
Mathematikunterricht nur in der Oberstufe denkbar, da die inhaltliche Interpretation der Wahrscheinlichkeit aus der Axiomen
nicht gegeben ist. Demzufolge ist der Aufbau der Grundvorstellungen zum Wahrscheinlichkeitsbegriff durch den axiomatischen
Zugang alleine, nicht geeignet.

Der frequentistische Wahrscheinlichkeitsbegriff beschreibt die Wahrscheinlichkeiten als Grenzwert der relativen
Haufigkeiten in unendlich langen Versuchsserien. Wenn man ein Experiment beliebig oft wiederholen kann, kann man die relative
Haufigkeit berechnen, indem man die Anzahl der Treffer durch die Anzahl der gesamten Versuche teilt. Der Grenzwert dieses
Bruchs ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit. Hierbei spielt das Gesetz der groen Zahlen eine zentrale Rolle. Voraussetzung
hierfiir ist die beliebige Wiederholbarkeit des Experiments. AuBerdem missen die einzelnen Durchginge voneinander
unabhéangig sein.

182



®I3UKO-MATEMATUYHA OCBITA ($MO) Bunyck 1(23), 2020

a) Der klassische Wahrscheinlichkeitsbegriff geht auf Laplace zuritick und definiert die Wahrscheinlichkeit eines
zufélligen Ereignisses als Anteil der zu diesem Ereignis glinstigen Falle gegeniber der Anzahl aller gleichmdoglicher Félle. Diese
Definition der Wahrscheinlichkeit setzt voraus, dass alle elementaren Ergebnisse die gleiche Wahrscheinlichkeit haben.

b) Der prognostische Wahrscheinlichkeitsbegriff ist nicht im Rahmen innermathematischer Systematik erfahrbar, er
hangt von derzeit verfiigbarem Informationsstand ab. Bei manchen Zufallsereignissen kann deren Eintrittswahrscheinlichkeit nur
geschatzt und nicht berechnet werden. Die Schatzung basiert in der Regel auf Expertenwissen, Erfahrung und Intuition. Diese
Wahrscheinlichkeit kann man auch als Grad persénlicher Uberzeugung auffassen.

Zu den letzten drei aufgezahlten (b-d) Auffassungen des Wahrschenlichkeitsbegriffs definieren Malle und Malle (2003)
folgende normative Grundvorstellungen:

GV1: Wahrscheinlichkeit als Map fir eine Erwartung. (Eine Wahrscheinlichkeit ist ein Maf fiir eine Erwartung. Der Grad
der Erwartung wird durch eine Zahl von 0 bis 1 ausgedriickt)

GV2: Wahrscheinlichkeit als subjektives Vertrauen. (Als Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses kann der Grad des
subjektiven Vertrauens in das Eintreten des Ereignisses genommen werden)

GV3: Wahrscheinlichkeit als relative Haufigkeit. (Als Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses kann die relative Hdufigkeit des
Eintretens des Ereignisses in einer Versuchsserie genommen werden)

GV4: Wahrscheinlichkeit als relativer Anteil. (Als Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses kann der relative Anteil der zum
Ereignis gehérenden Versuchsausfille an allen méglichen Versuchsausfdllen genommen werden)

Hier wird die Zuordnung der Grundvorstellungen zu den jeweiligen Wahrscheinlichkeitsbegriffen deutlich erkennbar. Die
GV1 kann man zu allen drei Auffassungen zuordnen. Die GV2 beschreibt den prognostischen Wahrscheinlichkeitsbegriff. Die GV3
zeichnet den frequentistischen und die GV4 klassischen Wahrscheinlichkeitsbegriff aus.

Nach der Entstehung der Grundvorstellungstheorie in den neunziger Jahren, gab es in der Mathematikdidaktik
verschiedene Forschungsrichtungen zu dieser. Einige Autoren versuchten die normative Grundvorstellungen zu formulieren, die
Anderen haben deskriptive Ebene untersucht. Im Laufe der Zeit wurden Grundvorstellungen formuliert, die sehr schwer
deskriptiv nachweislich sind.

Die normative Grundvorstellungsformulierung von Malle und Malle (2003) erlaubt es kaum diese direkt deskriptiv
nachzuweisen, dementsprechend sind noch weitere normative Aspekte erforderlich um die deskriptive Verbindung zu den
einzelnen Sachverhalten fir die Wahrscheinlichkeit notwendig.

Im folgenden Abschnitt werden die theoretischen Ausfiihrungen exemplarisch an zwei Aufgaben dargestellt:

Aufgabe 2.1. Miinzenwurf 1. Welche der folgenden Méglichkeiten hdltst du beim sechsmaligen Werfen einer Miinze fiir
am wahrscheinlichsten? K steht hierbei fiir das oben Aufliegen von Kopf und Z fiir das oben Aufliegen von Zahl.

o KZKZKz
o KKKKZK
o KKKKKK

o Alle oben angegebene Mdéglichkeiten haben gleiche Wahrscheinlichkeit.

Aufgabe 2.2. Miinzenwurf 2. Wenn du eine Miinze sechs Mal hintereinander wirfst und die Folge ZZ Z Z Z Z beobachtest.
Was wiirdest du beim ndchsten Wurf erwarten?

o K

o Z

o Kund Zsind beide méglich.

2.1.1. Normative Grundvorstellungen. Fir diese Aufgaben kann man die normative Dimension der
Grundvorstellungsebene, wie folgt beschreiben: Betrachtet man die Aufgabe mit der «Grundvorstellungsbrille» von Malle und
Malle (2003), so ist es notwendig fiir die Bearbeitung und richtige Loésung der Aufgaben die Aufbau von GV1, GVA4. Viel genauer
muss es einerseits verstanden werden was die Gleichwahrscheinlichkeit in der klassischen Laplace Definition bedeutet,
andererseits muss erkannt werden, dass jeder Miinzenwurf von dem vorherigen stochastisch unabhangig ist.

Vorstellung1: Eine Minze hat 2 Seiten: Kopf und Zahl. Sofern bei der Miinze nichts manipuliert wurde ist die
Wahrscheinlichkeit Zahl zu werfen genau so groR, wie die Wahrscheinlichkeit Kopf zu werfen, jeweils P(K)=P(Z)=0,5.
Dementsprechend ist die Anzahl moéglichen Fille beim Werfen einer Minze W ={K;Z} mit n=2 gleichwahrscheinlichen
Elementarereignissen.

Theorem 2.3. Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses E aus dem Ereignisraum W gleichwahrscheinlicher
Elementarereignisse ist gegeben durch

P(E) _9_  Anzhl g[]ns"tig_er Félleﬂ (2.1)

n  Anzahl aller moglichen Falle
Definition 2.4. Von gleichwahrscheinlichen Elementarereignissen spricht man, wenn

P{w})=P{®})=..=P({v,}) :% (22)

mit [W |=n und @, @,...,@, €W

Vorstellung 2: Wenn eine Miinze mehrere Male hintereinander geworfen wird, ist jeder Wurf von dem Anderen
stochastisch unabhangig. Die Wahrscheinlichkeit eine Zahl oder Kopf zu werfen bleibt 0,5 und zwar bei jedem Wurf, unabhangig
davon, was bei friiheren oder spateren Wiirfen auftritt.

Definition 2.5. Zwei Ereignisse sind stochastisch unabhdngig falls gilt

P(A|B)=P(A) oder P(B| A) =P(B), (2.3)
wobei P(A|B) ist die bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter B und P(B|A) die bedingte Wahrscheinlichkeit von
B unter A. Umgeformt P(ANB)=P(A)-P(B).

183



PHYSICAL & MATHEMATICAL EDUCATION issue 1(23), 2020

Somit ergeben sich die Wahrscheinlichkeiten in der ersten Aufgabe fiir alle drei Antwortmoglichkeiten
P(KZKZKZ) = P(KKKKZK) = P(KKKKKK) = 0,5°, so dass die letzte Antwort korrekt ist.

2.1.2. Deskriptive Grundvorstellungen. Zur deskriptiver Dimension der Grundvorstellungsebene sind im Folgenden
Beispiele  aus einer Untersuchung im Zusammenhang mit einer Bachelorarbeit dargestellt. Getestet wurden die
Lehramtsstudierende mit Hauptfach Mathematik und ohne Haupt- oder Nebenfach Mathematik. Die StichprobengroRe ist sehr
gering um die Verallgemeinerungen zu treffen, trotzdem konnten ein Paar interessante Beispiele diskutiert werden. Die
Studierende missten aus ihrer Sicht die richtige Auswahl treffen und begriinden. Die zweite Aufgabe dient hier vielmehr flr
genauere Interpretation der Aussagen von Teilnehmern. Es lassen sich bestimmte Aspekte aus den Aussagen herauszufiltern, die
einen Uberschaubaren Verstandnis in die Konzeptvorstellungen der Probanden erlauben. An konkreten Beispielen werden nun
einige Beobachtungen dargestellt und diskutiert.

Beispiel 1: Der Teilnehmer hat in der ersten Aufgabe die Antwort KZKZKZ gewahlt und begriindet: «Beide Ereignisse
haben die gleiche Wahrscheinlichkeit daher ist bei mehreren Wirfen gleichmaBige Verteilung am wahrscheinlichsten.» Bei der
zweiten Aufgabe hat der Teilnehmer sich fiir die erste Antwortmaglichkeit K entschieden mit Begriindung aus der ersten Aufgabe
und Anmerkung, dass «jetzt Zeit flr K ware».

Hinter dieser Fehlvorstellung steckt ein Fehlverstandnis tGber das Modell. Der Teilnehmer scheint den Konzept der
Gleichwahrscheinlichkeit so verstanden haben, dass er diese nicht nur auf einzelne Ereignisse anwendet, sondern auch fir
langere Versuchsserien annimmt. Dies flhrt zur Vermutung, dass die auf sekunddrer Basis gewonnene mathematische
Vorstellung einfach neben der priméaren Intuition aus dem Alltag nebenbei existiert. Denn die Menschen haben ein intuitives
Verstandnis daflr, was zufallig ist und was nicht. Dieses Verstandnis ist aber leider nicht immer richtig. Tatsachlich erwarten die
Individuen von an und fir sich zufdlligen Vorgdngen, dass sie sich moglichst standig abwechseln.

Beispiel 2: Der Teilnehmer hat in der ersten Aufgabe die Antwort KKKKZK gewdhlt mit Begriindung: «Nur weil fur die
beiden Kopf und Zahl die Wahrscheinlichkeit bei 50% liegt, bedeutet dies nicht, dass diese abwechselnd auftreten. Es ist eher
wahrscheinlich das eine Serie 6fter vorkommt, aber der Intervall auch durch die andere Seite unterbrochen wird.» Bei der zweiten
Aufgabe hat dieser Teilnehmer die letzte Antwortmaoglichkeit K und Z sind beide méglich ausgewahlt. Seine Begriindung lautet:
«K und Z haben die gleiche Wahrscheinlichkeit, egal wie oft vorher Z geworfen wurde.» Offensichtlich wurde hier der Aspekt der
Gleichwahrscheinlichkeit verstanden, was die Antwort fiir die zweite Aufgabe bestatigt. Die Wahl in der ersten Aufgabe lasst
jedoch vermuten, dass der Teilnehmer eine falsche Intuition zur Stabilisierung der relativen Haufigkeit gemaR des empirischen
Gesetzes der groRen Zahlen entwickelt hat. Im Zusammenhang mit dieser Uberlegung ist bei dem Teilnehmer eher die Vorstellung
Uber die Stabilisierung der absoluten Haufigkeit vorhanden, was allerdings nicht tragfahig ist.

Beispiel 3: Der Teilnehmer wahlt in der ersten Aufgabe KZKZKZ mit Begriindung «50:50. Also sind K und Z sind
abwechselnd wahrscheinlich.» Bei der zweiten Frage entscheidet er sich fir K und argumentiert «wie oben 50:50». Die 50:50
Aussage lasst vermuten, dass der Teilnehmer den Aspekt der Gleichwahrscheinlichkeit versteht, jedoch fixiert er diese ohne zu
beachten, dass jeder Wurf von dem vorherigen unabhangig ist. Einerseits musste die zweite Aufgabe seine Vorstellung mit 50:50
storen und zum Widerspruch der vertretenen Auffassung fiihren, andererseits erscheint die Fixierung auf
Gleichwahrscheinlichkeit so stark, dass die Unabhdngigkeit der Ereignisse vollkommen ausgeblendet wird.

2.1.3. Konstruktive Grundvorstellungen. Diese drei Beispiele bilden den Ausgangspunkt fiir die Uberlegungen zu
konstruktiven MaRnahmen fiir den eigenen Mathematikunterricht. Somit ist der Ubergang zu der konstruktiver Dimension der
Grundvorstellungsebene gegeben. Hierbei muss zuerst geklart werden, worauf sind die etwaige Divergenzen zurlickzufihren.
Wenn es in eigenem Unterricht passiert, kann die Lehrperson den Unterrichtsverlauf analysieren und eventuell ermitteln, wie es
zu einer oder anderen Fehlvorstellung kommen konnte. Daraufhin muss man lberlegen, wie sind die Unterschiede normativer
und deskriptiver Dimension zu beheben, welche MaRRnahmen eine Verbesserung des aktuellen Zustandes bewirken kénnen.
Mittlerweile gibt es viele didaktische Ansatze und Vorschldge zur Verbesserung stochastischen Denkens. Die Entscheidung welche
MaRnahmen fiir Verbesserung der Begriffsverstandnis konkret ausgewahlt werden sollen, ist von der Lehrperson aber auch von
dem Lerner abhangig.

Fir den Teilnehmer aus dem 1. Beispiel lassen sich die Divergenzen eventuell mit dem Ansatz von Schrage (1984)
beheben. Schrage geht in seiner Arbeit auf konkrete lokale MaRnahmen zur Korrektur von Fehlern ein und zielt speziell auf das
Ersetzen unkorrekter Sekundarintuitionen durch korrekte ab. Fir ihn ist es wichtig den Lernenden nicht nur zu zeigen, warum
eine normative Losung korrekt ist, sondern warum der Denkprozess fehlerhaft ist. Anschaulich hat es dann Bazerman (2006)
erklart: Im ersten Schritt muss dem Teilnehmer die kognitive Verzerrung klar sein. Dies kann tber Reflexion und verschiedene
Beispielaufgaben erfolgen. Im zweiten muss die korrekte Losung erklart werden, dieses fuhrt zu Verankerung einer neuen
Vorstellung und ist dann auch der dritte und abschliefende Schritt. Zur Unterstiitzung dieses Ansatzes schlagt Schrage folgendes
Vorgehen:

1. Verschiedene Losungen und Begriindungen miteinander vergleichen.

2. Simulation des Miinzwurfs aus der Aufgabe 1 (Experiment, Computer).

3. Bewertung und Auswertung der Losungen, Begriindungen aus dem ersten Punkt und auch der Vergleich der
Ergebnisse mit durchgefiihrter Simulation.

4. Identifizierung der fehlerhafter Vorstellung.

5. Die Ausarbeitung korrekter Lésung und Begriindung.

Mit den anderen Beispielen kann man analog verfahren und sich fiir irgendeine erprobte VerbesserungsmalRnahme
entscheiden. Dies wird in diesem Artikel nicht ausgefiihrt, da der Handlungsprinzip von der Lehrkraft aber auch von dem
Lernenden selbst abhangt.

SCHLUSSWORT

Viele andere Artikeln (vgl. Hattermann 2015, Malle 2003, Vohns 2005, Worner 2014) berichten Gber die mathematische
Grundvorstellungen und auch die Fehlvorstellungen. Immer wieder werden neue Losungen und Perspektiven entdeckt,
entscheidend in diesem Artikel ist jedoch die Herangehensweise an die Kompetenzorientierung mit dem Modellierungskreislauf
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und dem Grundvorstellungskonzept. Das wichtigste dabeiist das mathematische Arbeiten als Prozess zu betrachten und in dem
Grundvorstellungskonzept die Verbindung zwischen den einzelnen Grundvorstellungsdimensionen zu schaffen. Mit in diesem
Artikel vorgeschlagener Herangehensweise gelingt es eventuell viel wirksamer flr die Lehrkrafte die fehlerhafte Vorstellungen
zu erkennen, zu interpretieren und demnach qualifiziert zu beheben.
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BA30BA OCBITA TA OCHOBONMOJIOHI I,D,E'I'— 3PO3YMIJIE NOEAHAHHA MATEMATUYHUX CTPYKTYP
Henni Wimensyep, Mixaeno KnsiiHe
binegpensdcbKuli yHisepcumem, HimewquHa

AHomayis.

@PopmyniosaHHA npobaemu. Hapasi opieHMayia Ha KoMnemeHMHICMb € 8aX/IUBOI YACMUHOK OUCKYCIli MPo ypoKU mamemamuKu. ¥ makux
duckyciax ocobnuso saxausa ysaza npudinaemeca 6aszosili mamemamuyHili ocgimi. Y yili cmammi mu o6rpyHmosyemo
8aX/IUBICMb MAMeEMaMUYHOI KoMnemeHmMHocmi Wo0o mamemamu4yHoi pobomu ma 8nposadHyemMo mamemamu4Hy pobomy AK
Yukn modentosaHHA. OCHOBHA yeaza mnpudinaemscsa npoyecam mpaHcgopmayii peanbHocmi y mamemamuky. 30Kpema,
mpaHcgopmayiliHi npoyecu crnpusmMe Kpawomy mMamemamu4yHOMY PO3YMIHHIO YYHI8 | mUM camum Cripusome MOKPAWEHHO
AKOCMIi 8UKNAOAHHA MAMeMamuKu.

Mamepianu i memodu. [lna 0ocazHEHHA HAWUX Yinel MU 30cmocosyemMo 8 Uili cmammi emnipu4Hi Memoou i 3a2aab6Hi MemMoouU HayKo8oz2o
Mi3HAHHA: NOpPiBHANbHULU aHAnI3 0A 3’ACY8AHHA Pi3HUX M02780i8 HA Mpobaemy ma BU3HAYEHHS HAMPAMKY O0CAiOHeHHS,
cucmemamu3ayis ma y3az2aneHeHHA 048 (OPMYntOBAHHA BUCHOBKIE ma peKomMeHOauili, y3a2anbHEHHA a8MOPCbKO20
nedazoziyHo20 docgidy ma crocmepexceHs.

Pe3zynemamu. Y 2nag6i 1.2 Mu 0nucyemo npoyec mamemamu4yHoi pobomu Ha pi3HUX emarnax, 8UKOPUCMO8YYU NPUKAA0 Munoso2o 3a80aHHS.
HasedeHuli npuknad noKkAuKaHul 4imKo pOo3Kpumu npouecu MucsieHHA ma pobomu 8idnosioHo 00 meopemu4Hoi modesni
3anponoHo8aHHoi' y enaei 1.1. He cnid makox dymamu, wo y 3a2anbHili cumyayii mamemamuyHa poboma moxe bymu suyeprnHo
OnuCaHa npuknadom, AKul mu eus4yaemo. OOHAK KOMMemeHMHICHO-OpiEHMo8aHa MemoduKa HA8YAHHA 30CMOCOBYEMbCA O
moeao, ujob cmydeHmu po3pobusu Hosi cmpamezii ma espucmuky 043 pobomu 3 MAGMeMamuKoIo AK HayKoro. 13 moao, wjob yuHi
p038UBASIU CBOIO MAMEMAMUYHY KOMIemeHMmMHicme, NOMpPIi6Hi MeHMasnbHi Mooeni, AKIi MU HA3UBAEMO OCHOBOMOAOXHUMU ideamu.
Mobydosa maKux Mi3Ha8AsnbHUX CMPYKMyp HA3UBAEMbLCA (hOPMYBAHHAM OCHOBOMOMAOMHUX iOell. Lieli npoyec xapakmepu3syemobcsa
ikcauyieto 3Ha4eHHs HOBUX MepMiHie 3 MOYKU 30py 8I00MUX (haKMUYHUX 38°s3Kie, Mobyd0oso MeHmManbHUXx o6'ekmis, wWo
onucyloms yeli mepmiH, ma 3aCmocy8aHHAM iX y HOBUX KOHMeKcmax. HaeYaHHA 8KAIOYAE AK PO3WUPEHHSA, MAK i 3MiHY iCHyo4UX
0CHOB0MOMOHCHUX idel, a makox nobydosy Hosux ideli. BidnosidHo, enasa 2.1 esukopucmosye npukaad lmosipHocmi, uj0b
npoinrocmpysamu, K pi3Hi acnekmu (MosipHOCMi MOXHA 3p03yMimu 3 MOYKU 30py MAKO20 (hyHOAMeHMAsAbHO20 NoHAMMS iy
AKuli cnocib moxce 8i0bysamucs po3bydosa ocHosononoxucHuUx ideli. Cymmesum y yili cmammi € Hosuli nioxid, wo opieHmMyemoca
Ha KomremeHmMHOCMi 3 YUKAOM MOOes08aHHA Ma 630800 KOHUEMNUiED OCHOBOMOMAOMHUX idel.

BucHO8KU. Y po3pobsieHomMy nidxo0i 8KA3yEMbCA HA 8aMXUBICMb PO32190aMU MamemMamu4Hy pobomy AK Mpoyec i cmeopreamu 368°a30K Minc
OKpPeMUMU PiBHAMU OCHOB0MOAOMHCHUX ideli y 6a308ili KoHUenuii. BUKOPUCMAHHSA 3arPONOHO8AHHOI CMPYKMypu 00E MOXAUBICMb
syumenam binbw yHKUioHanNbHIWe po3nisHasamu, iHmepnpemysamu ma 8i0nogioHo suay4amu 3 po32sa0y HeBIPHO ocmuceHi
OCHOBOIMO/IOXHI MaOMeMamuyHi idei yyHis.

Knrouosi cnosa: 6a308i MamemamuyHi idei, Mamemamu4Ha KOMnemeHmMicms, YUK MOOe08AHHSA, MPAHCHOPMAYia peanbHocmi,
0CHOB0MO0MCHI i0ei, MeHmasnbHi 06’ekmu, limosipHicme.
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